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１．はじめに
　平成20年の中学校学習指導要領の改訂を受け、中学
校で学ぶ数学の中に有理数、無理数という実数概念の
学習が復活した。これは、ゆとり教育の時期、中学校
三年生から高校数学（数学Ⅰ）へ移動した内容が中学
校へ戻ってきた形である。
　有理数と無理数に関する実数概念の理解度は、高校
卒業時では、どの世代でも大きな差はない。実際、毎
年、大学入学後の教育学部数学科の学生に、次の命題
Ａの証明を質問しているが、正しく答えられる学生は
ほとんどいない。
　命題Ａ：『循環しない無限小数は無理数である』
一方、現行の中学３年生であっても命題Ａの裏である
次の命題Ｂに関しての理解度は高い。
　命題Ｂ：『循環する小数は有理数である』
例えば具体的な問題として「0.131313……を分数で
表せ」は、解くことが出来る。
　有理数は、整数ａ，ｂ（０）を用いて分数ａ／ｂ
で表せる数であり、無理数とは、分数で表せない数と
して定義される。さらに、実数は、もう一つの表現と
して小数表示をもつ。実数の小数表示は次の３つに分
類される：「有限小数」、「循環小数」、「循環しない無
限小数」。実数における分数表示（もしくは分数表示で
きないこと）と３つの小数表示との関係は教科書の中
にその分類としての記述はあるが、命題Ａに関する理
解は、得られていない。
　本稿は、上記命題Ａを、中学校３年生で理解するこ
とを目標とした実践授業の記録とその後の調査、考察
を記したものである。
　数学的には、命題Ａと命題Ｂを合わせることにより、
「無理数は循環しない無限小数で表され、逆に循環し
ない無限小数は無理数である」という無理数の小数表
示の理解が完成することになる。
　目標に接近するアプローチとして、「分数を小数で表
すと、有限小数か循環小数のどちらかになる」という
教科書に記載されている一文を手がかりとした。これ
を証明することで、既習の背理法（2が無理数である
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ことの証明で学習済み）を用いて命題Ａの説明が可能
となる。
　具体的には、
　①有限小数・循環小数有理数
　　　　　　　　　○証明ができる
　②有理数有限小数・循環小数
　　　　　　　　　証明ができない
という生徒の理解状況下において、②の証明の理解を
導く授業を実施した。
　対象とした生徒は、群馬大学附属中学校３年生160
名である。平成28年１月27日に80名ずつの２クラスに
分け、それぞれに向けて一回目（50分）の授業を伊藤
が担当した。翌日、アンケートを行い、その結果をも
とに、二回目（50分）の授業を佐藤が通常の４クラス
で担当した。
２．授業の概要
　ここでは、授業で扱った教材とその扱いに関する手
立てについて述べる。
　授業では、大きく分けて、４つの課題を実施した。
その際に、図１のワークシートを用いて授業を進めた。
　授業で実施した４つの課題についての、事前の考察
や実際の生徒の反応を記述する。
課題１　部屋割り論法
　一辺が２㎝の正三角形の中に５つの点をつくると、
ある２点間の距離は必ず１㎝以下になることの証明を
考えさせた。この証明を通して生徒は、ｎ部屋の中に
ｎ＋１人を入れると、必ず２人以上になる部屋がある
という、論理的な証明法（部屋割り論法）を学んだ。
これは、生徒がこれまでに学習している背理法との関
わりがあることから、数名が、課題の中の正三角形を
４つに分け、５つの点を書いて考え、題意を証明する
ことができていた。
　また、解説する際の導入として、「12の部活動がある
とする。そこに13人の新入生がやってきた。２人以上
入部する部活動が必ずできるよね。」という伊藤が示し
た具体例から、全員の生徒が部屋割り論法の仕組みに
ついて理解することができた。
　実際に正三角形に点を５つ作図させたことで、全員
の生徒が部屋割り論法について理解することができ
た。
課題２　有理数と無理数の分類
　有理数、無理数それぞれを分数表示、小数表示した
際の特徴を表にまとめた。
　この課題は、生徒にとって既習の内容を確認するレ
ベルであったため、表を与え、分類させることにした。
事前の予想通り、生徒はスムーズに表を埋め、有理数
と無理数の分類について再確認した。確認をさせなが
ら、有限小数と循環小数については具体例（0.3や
0.3333……）を操作させて、分数で表せることを再認
識させた。
課題３　除法の文字式による表現
　ａｂ＝ｑ……ｒを等式に表現し直す課題を考えさ
せた。この課題については、ほぼ全員の生徒がすぐに
「ａ＝bq＋ｒ」という式に表現することができた。こ
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図１　授業で使用したワークシート
図２　課題１への生徒の記述
図３　課題２への生徒の記述
の課題の重要な要素は、ｒとｂの関係を不等式で表現
するという点である。この不等式に０が関わることを、
事前の打ち合わせで、敢えて問題文には入れずに生徒
自身に見いださせたいと考えた。しかしながら、多く
の生徒が「ｂ＞ｒ」という表現にとどまってしまい、
あまりｒが０以上になるという見方ができていないこ
とが分かった。
課題４　有理数は有限小数か循環小数になることの説明
　先述した、②「有理数有限小数・循環小数」とい
う命題について、具体的に考えさせる課題を、本時の
最後に用意した。
　この課題を設定する際に、文字式のままでは中学生
にとって証明することが困難であると判断して、具体
例を３パターン操作させることで説明させるという流
れにした。生徒は実際に３つの除法を筆算で計算して、
それぞれが順番に循環小数、有限小数、循環小数とな
ることを確認した。
　また、計算後に、なぜ有理数は有限小数か循環小数
のどちらかになるのかについて、生徒同士で考えを交
流しながら、筆算の中に表現されている「あまり」に
着目するという数学的な見方や考え方を深めている様
子が見られた。
　後述の図６の生徒の記述から、あまりが０になると、
有限小数になるということは、容易に理解できている
ようだった。しかしながら、有限小数は、もともと有
理数であったという見方は、この課題を通して改めて
身に付いた考え方であり、日頃の数学では見出せない
深い見方となった。
　あまりに着目することで、有限小数になる（あまり
が０になる）ことが証明できることに気付いた生徒は、
循環小数になる際のあまりにもきまりがあるのではな
いかという視点をもって各自の計算結果を振り返っ
た。すると、課題３で表現した「ｂ＞ｒ」が（ｒは０
以上）この計算結果の中から改めて見えてくることに
気付く生徒があらわれた。こうした生徒の気付きは、
「７でわるとあまりは１～６だから、６つの部屋に分
ければよい」というつぶやきから、「６つの部屋の中に
あまりをいれていくと、同じ数が２つの部屋にはいる
と必ず循環していく」という考え方に深まっていった。
　図８の記述をした生徒は、15をわる演算から、16の
部屋を用意したが、部屋割り論法を利用するには「あ
まり」に着目する必要があると気付き、考えを途中で
修正した。試行錯誤しながら、部屋割り論法で証明で
きることの美しさにふれた生徒からは、「すごい」「証
明できた」「こんなの証明できるとは思ってなかった」
という声が生まれた。
　課題４が本時の本題に当たる部分であったため、約
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図４　課題３への生徒の記述
図５　有理数についての考察を深める課題
図６　課題４への生徒の記述
図７　６つの部屋に分けた記述
15分の時間を所用した。じっくりと時間をかけて計算
して、その理由を考え、本時に初めて知った部屋割り
論法を利用して証明できた生徒は、数学を学ぶこと（つ
くること）の楽しさを実感することができた。
　図11は、伊藤の授業を受けた生徒が記述した日記の
１部である。多くの生徒が、本時の授業を通して数学
の面白さや奥深さを再確認できた。日頃学んでいる数
学は、生徒が手にしている教科書を中心とした内容で
学習が展開されているが、本時の授業はより深い知識
にふれることができ、多くの生徒が数学の本質を体感
することができた。こうした授業を日頃から行ってい
けるような教材研究が必要であることを、生徒の充実
感に溢れる表情から、改めて実感した。
３．アンケートについて
　本実践の翌日、生徒には、図12のアンケートを実施
して、授業で学んだことの定着や類似課題が解けるか
どうかについて調査した。
　アンケートの、各項目への生徒の記述について考察
する。
項目１　部屋割り論法について
　（１）の調査項目については、95％（152名）が「ｎ
個の部屋にｎ＋１人を入れると必ず２人以上入る部屋
がある」といった適切な説明をすることができた。こ
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図９　ｂを具体数で計算した記述
図11　授業後の生徒の感想
図10　ｂに着目することを解説
図８　16の部屋で試した記述
こから、授業の際に初めて学んだ「部屋割り論法」が
生徒にとって印象深いものであったことがいえる。
　（２）の調査項目については、82％（131名）が「一
辺２㎝の正方形を、一辺１㎝の正方形で４つに区切り、
５個の点を入れると必ず一辺１㎝の正方形のどれかに
は２点が入ること（部屋割り論法）を用い、その２点
間の距離は対角線の長さ以下、つまり、2以下である」
といった正しい記述で説明することができた。この課
題は、実践授業の中で考えた正三角形の課題を発展し
たもので、三平方の定理を学習後の生徒にとっては、
図形の形が変化しても同様な考え方を利用することが
できていることが分かる。
項目２　有理数は有限小数か循環小数になることの説
明について
　授業実践の際には、具体的な数で操作させた課題を、
敢えて数を与えずに試した。授業で扱った分数をその
まま説明に利用している生徒が多く、その正答率は
72％（115名）であった。正答した生徒は、部屋割り論
法を、「あまり」に着目して利用することができた。誤
答の多くは、具体数での計算にとどまり、一般性に欠
ける答えであった。
項目３　有理数、無理数の判断と、その証明について
　この調査項目は、有理数か無理数かの判定ができる
かどうかを試している。循環しない無限小数を与え、
無理数であるという判断ができた生徒は81％（130名）
であった。また、無理数になることの証明に、数が循
環していないことにふれることができた生徒は71％
（113名）であった。問題文の中に「ただし、……にお
いても１と１の間に０が一つずつ増えている」という
記述があることに気付き、規則的に循環していないこ
とを読み取ることができた生徒は、適切な説明ができ
ていた。問題文からそれを読み取れず、曖昧な説明を
書いた生徒は、「０がだんだん増えそうだから」や「見
た目で不規則だから」といった記述が見られた。
　この調査項目から、７割以上の生徒が、有理数と無
理数についての理解を深めることができていることが
分かった。
項目４　「有理数と無理数について」の授業の感想について
　授業実施後の、授業の感想を記入させた。「初めての
考え方（部屋割り論法）にふれて、改めて数学の楽し
さを感じた」「今後も数学の学習を深めていきたい」「大
学の先生の授業は、いつもと違ってすごく楽しかった」
という数学に対して前向きな感想を62％（99名）の生
徒が書いていた。しかしながら、38％（61名）の生徒
は「証明が難しくて分からなかった」「結論がどうなる
のかが見えなかった」という理解に困難を示している
ことが分かった。
　課題４が本時の本題に当たる部分であったため、約
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図12　実践後のアンケート
図14　項目２への生徒の記述
図15　項目３への生徒の記述
図13　項目１への生徒の記述
15分の時間では短く感じる生徒がこうした感想を
もったことが分かる。今後、同様の授業実践を行う際
には、課題４でじっくりと時間をかけて計算して、そ
の理由を考え、本時に初めて知った部屋割り論法を利
用できるよう指導していく必要がある。そのために、
４つの課題の時間配分や解説方法を生徒の実態に合わ
せて十分に検討する必要がある。
４．実践授業後の教材の扱い
　先述した授業を実践後、１単位時間（50分間）を用
いて、佐藤が４クラスそれぞれにおいて次の授業を
行った。
課題　0.101001000100001……は有理数、無理数の
どちらであるか判定しなさい。ただし、……において
も１と１の間に０が１つずつ増えているものとする。
※これは、３で述べたアンケート項目の中に含まれて
いる内容であり、この項目の解説も含めて、授業で
課題として扱った。
　授業の導入時に、循環小数の証明を部屋割論法を
用いて行ったことを振り返った。その際、以下の図18
のような記述をした生徒の考えも取り上げた。
　教師との対話の中から、「循環小数でないことが証明
できればよいと思う」という生徒のつぶやきが生まれ、
その考えに焦点を当てて授業を進めた。
生徒の発言より
　「0.101001000100001……の証明はこの小数が循
環小数でないことが証明されれば、それが無理数であ
ることの証明になります。循環小数とは、ある桁から
先で同じ数字の列が無限に繰り返される小数のこと。
0.101001000100001……は、規則はあるけれど、循環
節がない。だからこの小数は無理数だと思います。」
　この考え方をもとに、無理数とは循環しない無限小
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図17　実践授業の際の板書
図18　循環小数に関わる生徒の記述
図20　無理数であることの確認
図19　循環していないことの確認
図16　項目４への生徒の記述
数で表され、逆に循環しない無限小数は無理数である
という理解まで深めることができた。
　授業の後半で、本時の考え方を利用することで、「無
理数かどうかの判定ができる」ことを確認した。また、
この考えを利用すると、無理数を作ることができるよ
うになったことについても触れた。
５．おわりに
　中学生にとって実数の中の無理数を実感したり、無
理数の例を作ったりすることは、現行の教科書の中か
らだけでは難しい。しかし、ここで扱った２回の授業
で、ほぼその題材を消化出来ることが示せたのではな
いかと思う。
　部屋割り論法、また有理数の小数表示の内容は、平
成22年以降の高校の教科書数Ａの中に見出すことが
できる。しかしながら、その内容を理解して入学して
いる大学生は少ない。その理由は、「分数で表される数
は、有限小数か循環小数である」という題材は数Ａ、
（いとう　たかし・さとう　かずゆき）
「対偶をとる論理」は数Ⅰ、有理数、無理数の導入は
中学校３年といったようにばらばらに扱われ、統一的
な理解を促す指導はなされていなかったことに起因す
ると思われる。
　昭和後半の中学校教科書では、中３と数Ａを併せ
持った記述がなされている。それでもやはり、命題Ａ
に関しての理解は、高くない。基本的でありながらも
中、高、大学教育の中で、ある意味、明示されず欠落
してきた内容であるといえる。
　この稿が、現職の中学校、高等学校の教員の方々に
も、実数概念、特に無理数の扱いに関し、その指導の
一助となれば幸いである。
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